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* Sommatieformule ven Euler-Neclaurin |

door J. Kemperﬁan. ' f

zZij £(x) een (reele of complexe) functie, gedefinieerd in het inter-
.val & £ x £b, waarin b-a = n een natuurlijk getal voorstelt, We nemen
aan, dat f{x) in dit interval (2% + 1)-maal continu differentieerbaar isa

Zij P(x) voor elke reele wearde van x ale volgt gedefinieerd
P,(x) = x - ):xq - é‘ voor x#0 (mod. 1)

=0 " x=0 (mod. 1).

Blijkbacr is P,(x) een periodieke functie met periode 1,
Nu geldt

m b
(1) JbP’(x-a)-VM)dx =Z'{(aw) -_( ) dx
a

=0

weerin ¥ de gehele waarden doorloopt. Het accentteken bij het sombteken
in het tweede lid duidt ean, dat de uiterste waarden f(a) en f{a+n)=f(b)
slechus half dienen te noﬁ?en geteld., We bewijzen (1) ale volgh:

f P()HA){ ()% = j é(xna) [x- (ﬂ~—-"‘ § é{’(x)a\ -

a

fﬁf Ay b+ ‘&NV = %j b"“ii(ﬂd\x =
'{ag +ﬁ+&~§ %’(0—}&-&?&3} ;% %(ﬁ)si(a)):
Z 4 (a+7) j :ﬁ(x)a%)(

=
We willen (1) partieel integreren en voeren dezrom in ')

@  Re= [ Ripds + G

waarin de constante CR zo gekozen wordt, dat

e TR

Hierdoor s C, eenduidig bepaald. Wegens Jf ;3 t) a 2 0 voor m
geheel, volgt uit (2), dat Pp(x) een oerla&*eke funrtie it net periode 1,
Dus volgt uit (3) voor gehele wzerden vin m

SR ATT R

en vormen we nu analoog met (2) de functie

') Deze wijze om de sommetieformule af te leiden is mij aan de hand ge-
daen door Prof, Dr, J.G. van der Corput.

a
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dan zel Pj(x) waer een periodieke functie zijn met periode 1, Cy kiezen

we zo, dat J «P‘\%)O}‘

Dit proces zetten we onbepszld woort, De aldus verkregen reeks functies
P, (x), ?Q(X),...Eh(x),... wordt eenduidig bepaeld door de volgende
3 elgenschappens
. P,(x) = x - Lx] voor x#o (mod. 1)
= voor x= 0 (mod. 1)

(4) j ‘p )J\s:o (h=1: 2! 3aoso)

>
(5 3. K“(&):JU Pids+ G tman, 2, 3.0

Uit deze eigenschappen leidt men Jde volgende aft

4, Pe\(x) is een periodieke functie met periode 1.

5, Voor h = 2 is Pﬁx(x) een (h-2)-maal continu differentieerbare
functie, Verder is
(k-2 fel oyt
P {ac,~ a\a)- ~“L+

¢ {2 als 57= X - [k].

. Y
6. Py, ., (x) is een oneven functie D h=1, 2.

Pag (x) is een even functie )
Wegens de periodiciteit is dit aequivalent met
b \

Verder is ?2 ho (o) =
Alleen de laatste eigenschap behcef{ nog een nader bewijs, Zij ge-
geven, dat P (x) het beschreven karakter heeft, Als k oneven is, dan
volgt in het bijzonder 5 Tﬂ, ti; =0 en is dus K,K+,~.a
(vgl. formule (5)). Mu v$igt (zij

k+‘u)=’_5 PK(E)A;+C‘(+1’" 5 0 g) ﬂg* Ch-\”
iy C %

~M>J Tty + G s 8, 0026 14C )™ B0

en de bewering geldt ook voor Py, (x)}. Daar P,(x) inderdaad een oneven

functie is, is eigenschap .6 bewezen.

De %§tallan B van Bernoulli worden gedefinieerd door

o".—:‘

[Bos (Bt OB+ (D)B )-8, (mt8:)

De laztste recur51fcrmule schrijven we symbolisch volgens
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/ , ot m

m (B+1) =B =0 (n

We vinden 3 =1, Bi =-5;', 32 =+’('; enz, Noem nu
T myk

8 (V+5 »

() '(‘“’*"‘";m) = (‘Psg\ \X)

waarin y: X - {}] , en het rechierlid =1ls boven symiolisch moet

worden ovsevst. Voor h = 1 end = 0 gelde evemwel W (X)=0o
‘Te tonen nu asen, dat

(@ Pz @y (h =1, 2,...)

‘Te behoeven daartoe alleen bovengenoemde eigenschappen 1, 2 en 3 te
verifieren voor het functiestelsel (yg‘ {(X)(h =1, 2, 3,..). Vooreerst
l

geldt wegens B/ = 2 s dat
G(x)= T3 (X)

Verder geldt wegens (7)

2, 3..0)

n

(h - 1, 2;..0)

| e _ ?\‘ﬁﬂ'}-%u
e - A S R TP S
( 10) j (?9\ ( } ) C* g - »-‘} -w.%*—'- - — A i“& \5‘ ” \“.“ﬁ)’-“"—"‘“-'-‘-{-h—— = U
° ° (h+1)
zodat alleen nog g,everlfleerd behoeft te worden voor h =1, 2

(11) q)},*_, x) j (.K + constente,

‘degens de gerlodlclteﬂ: der belde leden (voor het reohterlm wegens
(10) en de periodiciteit van q‘g\ §>mogen we aannemen, dat 0 £ x<1. Dan is

K X+ h+l A+t
j o(E) A (5*5% (x5 B
' ('R"” ’). U}H)f
Nu ook (11) bewezen is, volg‘b (9) Voor h = 1 geldt dus

:B.
o= P-?\QH.; °) = (ﬁlfaﬂ (0)= -'-2&4-( R —sz o)< Lﬁzk,(‘a)— -Z&’
(254! @2

IR}

g);»,,,, + constante.

dus 0,2,

(12) Bz-ﬂ..;,l =0 (h = 1) 2: 3:w00)

Gebruikmekend van de geconstrueerde functies Pg\ (x) vormezn we nu met
partiele integratie het linkerlid van (1) om. Wegens

[/Eg‘ (X-'Cl)t) - [‘Fj& (/‘K-az} \ :’?ﬁ (o) :":%.Q; en (12) vinden we
Xz .

X=Q

(13) §’~Q (a+v)- LQ éf(X)olx:: 3§3_ [“m') - {‘(Q):\J' %Z '{lg’)‘{(ﬂ

- (:\4-:)
(2 k’)’ ;{ (47~ {}v m}} + R

# -4—&0
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. lo
woerin L (REF+1)
(14) ,R\’\ h Sa !'\’H%) % (§)ds

Dit is de beroemde sommetieformule van REuler-Macleurin. Hiermee

1 ay: il #

tunnen we sommen jm - %O '%(0&)))

¢ie veor n —>00 slecht convergeren of zelfs divergeren, veelzl zeer
nauwkearig berekenen, Voor grote wa:rden ven n levert {(13) vecak een
ezmptotische onthhkeling v*»n\S nsar n.

. ) 2\’7—0-5) .. '
~ls 5 2 3{ ‘g) Oi % besta=t, schrijven we
o @)
(15) Z "f\@-{—)—’)*j;f(x)aﬁx -L -+ :Bz x (}5).9_ 4“<B€'k 3 ( )_}7?
Y=o
waarin o .
. - ’ 2t
ao Co= | Betgos- 2 fra o By T
‘ ! _-. ! (_2){)}
en
-
- — #3 \-H)

(17) /RK B Zt’-u }é)% (}_ ¢

Past men op het rechterlid vaen (1'7) weer partiele in’cégr:."tie toe, dan

vindt men . {h+2 ﬂ}
R <f+1) B @Hi2p) ) ) f
AP S (VAR S ,.j)’ ()1 (54

e A (25 +2) £ / RFvop] ({’) Araper | ? )

mits de omvorming geoorloofd is d.w.z. mits £(x) nog (2?" +27+ 1) maal
contim differentieerbazr is voor b € x<oo. Verder moet gelden dat

lim b ey (X< 1,2, 2p)
en de integralen J ’chq_{ E’) %‘Q“*E) £)d g (f=1.2,..2 +‘)

-3 4 oo (E)
bestzan, zeer vask levert (18) cen asymptotische ontw1kkellng van Rsf
neer b (wezarin b = a+n).
Toepessing,
Voor grote waarden van K wordt gevrzegd

\SN a’r: Qp *

Voor f(x) = \/x logzx passen we nu (13) toe. We vinden
N ! '
S 3TN = [ g [0 J10]+ Ry
met N M :
oy Ry = jj B x) {x) o
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Berekening levert %‘(x)z é X~ E (-ﬂo;a! -+ 4 }2? )

(20) &"’(x)x o 7 (fa&“,,a’a -5 Aoy x -24)

j {ogxdi(*—z’-f\’\/f\} (3%3 QQu}Nﬁ— 2.)“%

waarult volgt

5N,;;mm(3~&;m-:; N+3)+2\/“J N - 'L
Vi %N+L’%N)+Pz

waarin R, weer door (19) wordt gegeven. Daar de periodicke functie
P3 (x) veperkt is, bestaat wegenc (20) de integraal:

‘3 j Py (x )J{ (x) d, -
zodat wc kunnen scarlgven 1‘?3— W* La met ’R KP \X) {X)O)X
det we volgens (18) ontwikkelen d

Ead E Sl 1"
21) i - ___i ‘i u ‘L - —)_:L\
( R2 L/! \N) ‘T"""’""" )‘f"}?h.“
Hierin is oo
e {(2¥41)
¥\3V ::vS 'P-Q’-)\'-;—; {Q?)_:{' (3‘)0&‘1

1‘.—3—{ /V
Yoor elk reeel getal "7>0 geldt in ons geval, dat

2K +) ( S S—
'{ (o)< T \x2¥%~7 waaruit volgt

X ( { -P

e =0 OF K37jd8aT immers lopy, ( X) een begrensde
functie is, De oneindig voortgezette ontwikkeling (21) blijkt een
asymptotische ontwikkeling naar N te zijn.
Schatting ven de restterm

Hiertoe hebben we een bovengrens van ’E K4y (3’()} nodig, We gaan .

uit ven de Fourierontwikkeling

(22} (P,(X): ...5‘ J‘%“rznmx

o Myt M 2710 X
Dzex de reeks Z ‘“ met Z = < absoluut en gelijkmetig

convergeert voor™ 121" p<is volgt uit het majorantenprincipe, dat
(22) absoluut en gelijkmatig convergeert voor ™+§ € X < avai-§
w'*rrino«(&é en m geheel, Men mag nu {22) term voor term ') integreren

zoday o
. > i&wanmx ¢
TSI G 5 S R G

' YImmers P,(:t) is begrensd in een X»-omgeving van de critieke punten,
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De reeks in het laatste lid convergeert gelijkmatig voor — & ¢ Ot 4 oo
Wegens j e 2Tm X = o (W12 geldt

| S Pattrags
zodat @2 = 0. O» deze wijze volgt met volledige inductie
>
K- 2 2T
(23 hag ()= (=07 & = ot (hsr2, -0 )

m=i (2Tim ;T

(24) P (%)< £1) & 2. 2 3 T M x {472);'2,“‘)

28y 239 ,-,.‘)237-#!

M

Hieruit vinden we de bovengrens

(25) }’%(x)) < 3_3 2 (A2, 3 4,.)

M= (2.”’”)‘?\

Substitucren we in (23) x = 0 dan vinden ve
T b 3y
(26) JK (D) T ‘._—3\‘3' ) ¢_‘_ (—7—” )49"‘
(ap)! ™=

Voor h even Bordt in (25) de bovengrens van }Ph (x)Idus aangenomen ¢n is
gelijk aan/ %/9\! ) .

Voor elke gehele wasrde van h met h = 2 2 kan men wegens Z—l m <2
de schatting (25) verzwakken tot

4
[T ()] < 23
,, ¢
Willen ve bijvoorbeeld de in (21) voorkomende rest R 139) (dx
schatten, dzn gebruiken we

4 4 _
)f (>0 )< (2m)? » S 507 S0

i 3 = /é
[{f) < & =7 4=
het laatste wegens (20). Dus volgt

R¥) <% % J%@_m;;;- L (bt d)

Opmerking: Als (&) voor a £ x £ b niet vantcken verandert, dan is in
(13) de restterm Wy in absolute waarde hoogstens gelijk aan de laatst

beschouwde ’serm. Immers

b 2k
R = .5 25+ :(2]’& ﬂm}?)”‘? 5 Ew(g)i( ()gj ah
Bt} {*g - - n (1 = ) |
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met aé'fgé b (we gebruikten de middelwsardestelling). Dus wegens (25)

en (26) is (215 (2w~}
“?\fl € Qi‘({(o)‘i (a)

(R K
Andereg¥izeite van de restterm in (13) voor het geval, dat £(x) een re-

guliere functie is, _

Stellinz 4. Zij £(z) analytisch ir eea strook ¢ agRz < &D , Waarin

8 en b,neu ag b en b-0 =n = geheel,reele grootheden zijn. Neem aan
dat voor-x reeel en a £x<cb ooh{) (x) reeel is. 2ij verder vela.;}kmatlg
voor a<£ x £ b (7~ :m)g

(27) llm ‘%“‘*““‘g) 2. <0

Waarll’l')? cen positief reeel getel voorstelt.

Dan geldt° (323) é?l'ﬁ—f)}

.. 21"

(28) i(a_;)))-— j C{(X) 0})‘.'7 i ‘g (08 *QK) [{ { < (a)
)h’ (an‘ {»(ar) - ‘] x=b + ,?l’\

R R L NP N

(29) (QK S 3

wasrin0<0<als k = 1,2,3 ..... 50 & = 1 als k = 0.
Bewijs: De func’cle(f(z) = am(z"qi_, heeft in de punten z =Qq+V
met ¥ geheel een enkelvoudig nulpuat.
k()’(z)hneft in die punten de waarde 27T ..
zij G, een contour binnen het gebied G, die de punben z=G+Y met
Y =1 1250000 {n=1) elk eenmaal in positieve zin omloopt, dan geldts
(30) ;"é% 5) < L 1= 4

(¢ + ¢ =)
kiezen wij het contour uit de volgende figuur:

G£ | S

a c U

7 4 1\9\

Yoor C .

—3- {A '
- Om de punten a endb zijn halve cirkels aangebracht met straalf<1.

In een voldoend kleine omgeving van z =@ kunnen wij schrijven
4(2) - .._-J—.., :‘ {a) € 0(')
VIES) Zz-a Tl
en voor £-o0 is de bijdrage van de halve cirkel om 2z = a in het rechter-
1id van (30)
(31 ~12(a) +0O(€)
Evenzo voarde halve cirkel BCD
(32) .-2 sE(b) + O(&) ) )
Op A geldt (g (z) = g2me(X—t - = (9(4.”' )
en wegens (27) gaat voor h—o de bijdrage van JA in het rechterlid van
(30) near mal. S

Op het gedeel’se DEPG vane schrlgven we

= 241 £(5) - £(2)
‘€<2) ¢(z)
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Nu is vooreerst b
- ,( f(z)dz = f f(z)dz = ff(x)dx + ©(8)

Verder geldt op FE (Z+1 _ . 2n(Aech-o) OfF -2
8 D S"__ﬁw (< n&)
=) ai’m‘uhbwr)
en wexens (27) VOlﬁt (‘f-— dz—> 0 g8ls h—>+ oo
Combineren we =zl dem gegevens, dan vinden we

(33) j/_{f) = =2 (““(a) + f(b‘)) ¥ j?“.(x)dx + Cg)
a

n, rE
. £ %H f(b+iy)dy + 1 ‘f‘a'*%-}i’“ f(a +iy) dy
jo(aa-l.,)
7 el h ) "’V\
+ ij _ £(a+iy : f i(b+i*g§_‘ .
3 '%a-ely dy + 1 4 ‘\N Tiy dy + Ry

waarbij léxm Ry= 0. Laten we nu in (33) de integratiegrens h naar +%
- 0
nederen, don zullen de resulterende oneigenlijke integralen wegens

(27) convergeren ’, eg we kriigen in *Erer;mni met (30) X =h
- ’ (3
§' fla +Y) = f T(x)dx + j j f“;«-—iii- f(x+iy_)] dy
5% a = 'Yi 2‘? e X=a
= _'9:_ — - u\ d O
<+ -2 I ) (X-H:) J + (E.)
M geldt @(a+iy) = (b+1y) “”U 1 en dus volgt

g_'f(aw’) i"‘f(m“ (= [{g‘xug)-j‘(x ‘:,)]"‘ _,,,:?_ +A(e)

De inteyrand wvan de laa‘bs‘ge integraal is begrensd :Ln een omgeving
O<y<«<& en de overgang &->0 levert dus een convergente integraal,

We v:;.nden
(34) Z fla +¥Y) = be(x)dx + Ry

met
(35) R = fooWu;) {)(x-*;)]

waarmee shel;.lng 1 veor X = 0 bewezen 1s. Dear voor x reeel ook f(x)
reeel is, zal in (35) de ul‘cdru.«:klné

l :F(S”v:‘w %(x— W;)]X_
eveneens reeel zijn, Bij het afbreken van de reeks van Taylor van deze
uitdrukking, mogen we dus de rest‘berm van Lagrange ggbrul‘cen.

6) e[ 2y -5 £ 4 o TE T S e o
met 0 ¢ © < 1. Stel mu - B *m-w* RCTHER L

f’g"f’ ‘T_.__dy = (~1) ""Tgf (p=1, 2,“.3k~‘¥ (X—c.bg)
Na mvuj.lmg van (36) en (35) v:.nden we in verband met (34)

7 S (e = S E(xax + 4_ [2'(0) - 2'(a)] + --.
- - %%’ . :E““"')(b) £ @k (a)] + Ry
waarbij Ry door (29) wordt gegeven.
We moeten nog aantonen dat ;
Byw = B (k =1, 2, v.uud)
Pas daartoe (37) toe met £(z) = 2" en a =0, b=—n

¥)I.p.v. (27) kunnen we ook eiaen dat de betreffende integrale
geren en (27) geldt voor’rz
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Daar in 4lt geval R = O vinden we »
(38) 4;3:, \)mf—s: 21: + 8& (zh.)mwb: SR = wlj’;_“), f-’{k"‘}!
tR Y] ‘
Pas nu (13) toe met f(}é = x*" , dan vinden we de met (38) analoge
formule
{ 5 e 1y BZ.. Lk~ )
G YT e gt w(‘fy .y

Deaxr (38) en (39) voor n =1, 2, 3, 4...gelden, volgt qu,- Bay
veork= 1, 2, ..... k, zodat (37) nu in (28) overgaat en stelling 1
bewezen is,

Onder de voorwa-rden van stelling 1 (in het bijzonder wegens (27) )

nestact zorel voor x =6 als x = b . '
SRS AN

O . {-ﬂl”l (.‘.H) ‘ ‘
(40) __{\;K{S’f)” (*i) j i 3(-;-%—,\“1, ('>r~\‘::;>)k:;mrt9 \He-o algmgty

k) 4 UL
en we Iunnen dug stelling 1 ock in de vnlgende vorm brensens
Stellir. 2 LZij £(z) resgulier in een ;3vied G waarvoor &% s £
(b e e ziin reeel met boa =1 als netuurlijk getal). Neei aan,
dat golijlmztilg geldtd (,7 _an) Y

(4-1} ..{A,- ‘xi—u ).Q = 0
Voor & £ X< b , waarin "7>O Dan zeldt . (21-1)
’Y’ Bz { 'R
(42) %(OH-\?) CG,H -}—5 /?(,f\)v Y X+ 5-3- 'f ({)T-' (Q:f/’ % (l’)”{'_Q ( >

aarin @rh__ B ‘((Q)”"“‘T—B—Ejﬁmﬂk(&)

T) iecuivalent met de bekende formule

5_01“4 (!%_*_5)1’4)“.; i
Wt 2K
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Somnavieformule var Iuler-Meselaurin II

Zrrate |
i R
1. Op ©vlz, 2 regel 10 v.o. stant: f; i igff*ﬁ

Lees: f
j «ﬁﬁ)*s%
2, 2ie bviz, 5, formule (ZL,. De %Lljif”tlge convergentie volgt in het

geheel nist uit het majorantensrincipe, zoals gesuggereerd, mear blijkt
bij vartielie sommatie wegens

L P cm%x’__l"__ / ‘_,{__L___ |

t% o 2mHx < )ﬁ?—:‘“ ) 1-{“’“"j“ QJMT]K} < 25wy

als x pelegen is in het interval N € X &Mmaley

(met m eheel en O < J\{i’;‘ Y. : 3

3. Op blz. 6, regel 9 v.o, staat " " Lees " 54 *

Daaruit voortvloeiende correcties dienen te worden aangebracht op bdl, 6,
regel 6 v,0.¢

Opm,_1 ansloog met de beschouwing van blz, 5 bewijzen we de volgende
stelling:

Stelling, Is £(x) voor x> & cneipfig vaak differentieerbzzr, en is een

»

natuurlijx getal #, te vinden, en een cnbegrensd aangroeienfe rij van »
reele zetallen fk}xl (k = kgy k,+ 1...) zodanig dat
P (K‘H)
(43) lim x (x) = (k =k, Ko+ 1,..4)
% o0

dan geldt voor grote waarden vem N (wzerbij N ecn natuurlijk getal voor-
stelt) Qe asympitotische ontwikkeling

(2h=)
nggm-j {cxwdx+1¥(N)+C+g (m* (V)

iz

-

Hierin stelt C een getal vocr, dat niet van N, maar wel ven het
(natu.rlijk) getal m afhangt,
Bewijs. We passen de sommatieformule (15) toe voor k = kpe Dit is toe-
gestaan, omdat wegens P, > | en (43), toegepast voor k = k, de vol-
gende integrszl zin heeft

~ (X) zf(&“w
’/F€K; x “*‘l; $2H3+2 LX)Q{X

; *a ‘
Mo mpdmn oy g 8By
. Q 2 .
S g 4, dovin w230 £ @ R,
o , , , |  ,  L 
wearin C een van N onafhankeliak constante vcorstelt Toapaaaing van ‘ 7
fcrmule (18) lever}y nu voor > R®o

.zk (23)4}
o uZﬁ—ﬂ mm* N) /RL
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met & @4 +1)
(44) ?Q == J th\ (X}% (X)dx

N

Jrndeat ’F.?ahs U'() gen periodieke en dus begrensde functie voorstelt,
is de in (44) voorkomerde intexm 3 van lagere corde dan X F"en dusg
g van lzgere orde dan N%fe Door ("‘: onbesrensd te laten aangroei-
an, zal ook Pg cnbegrensd asngroeien, en vinden we de in de stelling
gencende asymptctische ontwikkeling, .
Opni, 2. In stelling 1 (lz, 7) is de realiteit van £(z) voor reele z
alleen noliig 2ls k 2 1, (niet voor k = 0), ondat deze eigenschap eerst
gebruikt is in formule (36) tij het tezigen van de restterm ven
Legrenze,
Opm, 3, In stelling 1 is het voldoende om (27) te eisen voor M = 0.
Schrijf n.l. in het oe‘.,u.as formule (31) in de vorm

f j_(f, *z:**“ \f(a)-»—’&&) JL K)o()( -+ 0(e) -\rKRL,*-f_D_L}

Co (=) a
waarin :
M~ - ‘. .X:'b
L ‘1 (X4 )= q(X-¢ )]
ﬂw'fjg:w%%”“'*p
n
Yot PR
Voor h —» 00 geldt lim 'Pk = O en uu..; ‘oe taat
g
X4 & { X-
(45) 1im "Q'Hx iﬁj 1"8( + $) % v?)]x:c\ G{:}
&*)-% £ Q_znb -}

Het overize deel van het bewijs D1ijft verder ongewijzigd., In het bij-
zonder zij nog opgemerkt, dat het bestaan van de integrosl (29) wegens
formule (26) voortvloeit wit het bestaan van de integraal (35).

Uit het bestaan ven de integraal (29) volgt evenwel nog niet de ron-

vergeniie van
(_tr) k)
j .J‘D (A4+:0y )~ ‘f (9@-&99)
» 2

il
’RH (?C)z T dw\g
Yooy X=Q of Xilo
Deze convergentie treedt dan en alleen dan op sls = - .
gt | X+ 4( X=14 )
o K (x)- j o) - Y oy

© 1“ “;),,,,!

”oenwergaar‘h voor x =& en x = b (wegens een met (36) analoge formule).
In stelling 2 (op blz. 9) werd de convergentie ven (46) voor ¥ = a en

= b vergekerd door de conditie (27) met mp>o . Deze eis iv te zwmr,'
: aach ken niet zcnder meer vervangen worden door (2’?) nes ,’-’ O, ,e .

-
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Juist jenocemde nedige-en-voldoende-conditvie is natuurlijkx verrs e
verkiezen,

[ pon e e W VP B B
eneralisstie ven stellins 1,

Zij geseven een functie £{z) gedefinieerd voor af£Rz£t, wearin
ii £(z) regulicr in deze
in het binnengebied

o " - P oy g % [ B s - v ‘™
& en b reeel et een geheeltalliy versechil,
- o - ovin gy T T 3 g g e e
strocx K op nolen of vertakkingspunt
ol alm £ " s BE- S~ JPNe o g gy -
ven de strcok '), Zij weer gelijkmetig voor

dan geld
e ’G

(47) ; {())) j(f(z)a?\v.:fu-é— J/wf‘%(x+i‘a";)‘4 (xu%i\"“*%-}co

o an\:) -
waerm‘f een van a naar b lopende weg en woonrin Ca een nader aan te
geven correctieterm voorstelt, die van b afhsankelijk is, Als f(z)
reeel is voor reele weoarden van z, dan volgt uit (47) voor k>1

* *1) ; (2h-1!
%m)) j%/(x)dx + 2‘ z;,);{iz (b)- m)}ﬂ?w,,LCo
*)wa

met - (—~:} o ‘fﬁw ;ue}) \'E(X L_D‘:))]
K

g.zk}‘ o

Aj

U

(og ©<l)
en we behoeven dus alleen Ga enuﬁ in (47) =z2an te geven,
a) Eeeft £(z) een aantal polen (Si;binnen K "), dan zal in het bewijs
van stell:.ng 1 formule (30) vervangen moeten worden door
z
(48) 2> %(V j\i_(..]odzm Z‘H‘ﬁb
Va4l ‘
+ n (f[a)
als ’f»(:’: het residu van 2T1L é(’} voor 2 = (ﬁ voorstelt
©(z)
en de sommatie geschiedt over de binnen f.on gelegen polen,
¥u £(z) polen heeft in X ic de formule op de tweede regel van blz, &
{voorkomend in het bewijs van stelling 1) niet meer juist, Aannemend,
dat geen polen op de reele as voorkomen vmden we nua
o) - J §eide < [ hpoax 40 - £ A3
- PEFG | |
“waa.rm {’& het residu van ‘4T ﬁ(z voor = (3 voorstelt en de

' *) He# gﬁva},, dateen peol of vertakkingspunt op de rand ligt ,‘bahand
~men enaloog, doch is nu niet van belang, |
"y Na‘buurl:.jk vex-schillenﬂ van a, a+l,...b, darr anders he‘k lmkerhd* .
~ van (47) geen zin heeft,
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selegen binnen Cr, en boven de

-

sommelie geschiedt over de polen !6;
reele zg, ale de in de rechierleden van (48) en (49) voorkouw:nde scmmen
voor ‘s»ao convergeren (L.v, alg in K slechts eindiy vele polen van
£(z) gelegen zijin), dan wordt b
in (47) —
B0) - Z‘f : ~ 2 ’L;a

£

wasrin nf,f_ resy. »’&«p de residuen voorstellen van

irege tot de correctieterm (?(,

*

(51) 2Zmi g(“zl resp 2Nt ’«iiﬁ
¢ (2)
ir ket punt Z= B¢, terwijl de
gelegen polen, resy, alle in K en boven de reele a5 Zelsgen polen.,
dat is het effect van ecen pocl [5 in K en op de reelszs ag¥
Dus aLl [5{’0. Breng een halve cirkel om A zan met strazt £ . Fu geldt
Q e (afgezien van polen binnen Ca en bo-
F ven de reele as, waarvan we het effect

zls boven zangegeven in rekening
&H P/H\R 0 brengen)
i ]
- [ %(z)&«gz j4(2)dz j‘?(,g)gl}wj f(,\')olx ~3 " +C(€).
>

CHPyRe D [A*&
Dus in (47) moeten we kiezen

Jaydz= Yo [fﬁaj 1doxdl «

&0 B¢

L

terwijl in Co de peol (-3 een blgdra&,e

~p - 2 rLP

geeft, Zoals reeds aangetoond geeft een pool binnen K en boven de
reels as een bijdrage '“"frﬁw’lx' , en een pool binnen X ¢n veneden
de recle a2s een bijdrage - n;,ﬂ A G, .

b/i Neem zan, dat £(z) binnen K een vertakkingspunt 3 heeft (we bew
schowren alleen het geval van één vertakkingspunt, dasr voor meer ver—
takkingspunten de gevelgde methode essentieel deselfde is), len maakt
f(z) eenduidig door vanaf 3’ loocdrecht naar beneden een snede aan te
brengen (als X loodrecht boven één der punten a, a+t,...b ligt, dan -
moeten we de snede even om dat punt heenbuigen). Als contouxr G kmzan,g
we nu de weg uit de figuur op de volgende blz, Ieder der puxx‘ban
Ca+t, 842, ...0~1 wordt eemmazl in positieve zin doorlopen Terwijl f(z}
regulier is binnen Cm . Bet bewijs voorkomend op pag. 8 kan nu gemakm
keligk worden aangepast In (47) wordt :
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=0
> T8
3
IV ALV

-3
s

s

/ s 1
Q ' -4y

{:b ™ (f“\‘z}

X
7

o e

&

cls de integratieveg ﬂ een "Schleifenintegral? langs de snede is. In

j.t %(X)ﬁ?i moet Jj van a neer b lepen zonder de snede te
passcren, Als niet boven de reele as verloopt, dan schrijven we in
b

(47) ;{8 4(1'} A2 ‘:J’

ls b/ boven de reele as ligt, dan wordt f de weg 0 PLFRE in de
lactete figuur,

‘i (x)dx
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Sommatieformule van Zuler laclourin ITI dooxr J., Kempermen,

Stelling 4. 2ij f(w) = f(XnPuJX voor x2 & een reguliere Tunctie, op

einiiz vele singuloriteiten na, die niet liggen op de »on’ x = &,

nocii semenvallen net een der vunten o, a+1, a+2,....0i7 o=lijkmatig

voor elx inverv:sl agxgb

= & ”2"’1
(48) lim f(x;&u3 yed 20
Y p o

en laat verder veor x voldoende graat en xua geheel, voldroan zijn esan
L9,

(49) | £(z +iy) - 2(x by | & K I{ool %)
g 04

waeriin Uf£ y<o en wazrin K enm vositieve constanten voorstellen,
D seltts

ar.
(50) i {x) = f%wdv’-f— l (ﬂw dy _one C
M= L

=T

mits we aannemen, dat de cneindige scom in het linkerlid convergeert,
Hierin is L een van a ultgaande weg in het helfvlek xg:a, die de sin-
gulariteiten ven £0O vermijdt, geen dubbelpunten heeft,en vanaf een
zeker punt %zg a op de reele as longs de reele as nzar het positief
oneiniige loopt; C is de som van evenveel termen als de funchie 7.
singuliere punten bezit in het hslfvlek x> e; de bijdrage wot C van
een boven L gelezgen singulier punt(% is g%lijk ean het bij (3 behorend
resi@u van £(& vermenigvnldigd met TS en

de bijdrzge Tot C van eenbeneden L gelegen éingulier punt 3 is gelijk
acn het bij 3 behorend residu van f(w' vermenigvuldigd met

0 it

W 99 ‘3 ?V K i{?&}xmm oole QL‘QM& b(‘v\&t c&[«um.-‘[ug Y4 (}(}
Bewijs e

21j o = a + n, wasrin n een zodanig groot natuurlijk gebtal voor-
stelt, dzt v 2 ? en in het helfvlek x2 b geen singulariteiten van
f(&¥ ligzen., 2ij Lb het deel van L, det gelegen is ftussen a en b, Tosa
pascing vin de op blz., 12 asngegeven generalisatie van stelling 4
geeft

E?t%bm: J*@Gﬂdu¥~anaC +‘R£&)

(51) S L
wasrin
exep- poc]
) _ 1 ‘ ] TR Xz
(532) ‘R(E)... c ) % X8 oly

en wacrin C juist de in stelling 4 uiteengezette betekenis heeft,



};sym;;‘f: Juntw, 16
Jegers (49) convergeert voor elke x2 &, met x-a gehcel, de integrzal

m .
_Q_(X) -‘.‘.-;:- ( ~\’-€(X+‘-j)u {\X,-—mi\ oLt}

,2mY

L -

o

U
4
g

terwijl bovendien geldt (veoor x voldoende greet, en x-2 ge

(53) {Q(x) é {(x)f ””’i 3/ f%(x')

In (51) hunnen we nu schrijven k(b)) =52 (b) -.Q (a)

en wezens (53) en de convergentie van het linkerlid in (50) velgt mu
lim () (®) =0
baoo

(b~ stelt steeds een natuurlijk zet-l voor), en dus

lim 2(b) = “__Q(O) = L f jz (@ +L3)~~{:(n~‘.5) ekj

. an
b-s.o«a o N Y -

-+ |

De limietovergeng b - ©© in (51) levert nu juist

(50) (in het bijzonder volgt het btestszzn ven de mteg,raalf'%{l)dz)

wearmee het gestelde bewezen is,

Bulpstelling. 2zij g(y,z) een functie gedefinieerd voor z behorend tot een

deelverzemeling van het complexe vlak, die het punt z=9 tot verdich-

tinyspunt heeft, en voor elke reele wsarde> 0 van y., Neem aan, dat

g(y,2z) nacr y integreerb:zr is en de integreal jl %(5,2)0\3 bestaat,
Lact ,,:!\,y ,)”.,.. een onbeperkt aanrroe‘iende rij van reele getal-

len voorstellen en zij voor elk mnatuurlijk getal N

(54) §Hz)= Z-—Z'W RS

TMiwg

wazrin A, (M) (met n =0, 1, 2,...) functies voorstellen die over het

intervel Og y <° oneigenlijk integreerbzar zijn (analoog dus ook voor
‘H"N (312) ) |
Lect verder een onbegrensd eangroeiende rij reele getallen
o,})u,,- /ﬁw P gegeven zijn, en neem san, dat voor N2 Na

(55) z/‘”f "y (4,2) oy

 een begrensde functie va.nNz is, Dan geldt de asymptotische ontwikkeling

oo ‘ J -~ My ) ;
(56) J 3(4,2)dly Z*‘g"‘*— + 0(2‘/‘“) (Ng,m)

M=

was:-in @'n.::] A {‘9?47
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Bewijs. De bewering volgt door integratie van (54),wegens 't ‘begrenad
zijn van (55).
Toepessing, Zij hiWd) = h(x + ¢4 ) voor x21 een reguliere functie met

(5T [ A ixrig) g M ROOT

wearin M een positieve constante en O een positieve constante < 2T
voorstelt, Zij verder een positieve constante & gegeven, zo dat voor
- &<y 2+ & en voor elle gehele waarde & 1 van x geldt

(58) | L' (xaiy ) & N (0]
waarin ¥ een positief reeel getal voorstelt, Vorm nu voor o <o £1
en o<2Z < %o o "

(59 w(z)- 2 hme = |

Vizl

aangenomen, dat het rechbterlid convergeert,
Onder genocemde voorwazarden kunnen we ‘f’(z)voor grote reele waarden,
van z asymptotisch ontwikkelen volgens

\Jik

—hme 4+ f;, 2 { LS+ O(27)
(60) \f’(Z) 2 (,><) e” P olx + L Z

(‘\]:!)2);.: )
}'Y\-Qt

An = —

Om dit te bewuzen passen ve s‘telling, 4 toe met & = 1 en

S T (VA

3?‘!&:) )

(61 4(xrig) s hixwig) e oo™

en laten dasrtoe eerst zien, da’b voor deze keuze van f(x +t3 } aazn alle
voorcondities ven stelling 4 is voldaen, ,
We merken eerst op, dat geldt voor x2 0 ¢ 0£ %<1 , -~y + ~,220

' : oy X L
(6 | 2007 | o om2X 2

dasr immers voor X +L.3 f’ < tP. ’ geldt
? (x+uj)_a5° toooaf; gf‘ (eaocp} }
t
Onder de apeelale keuze (61) van f(x +u3 ) krl;}gt voorwaarde (48)
de gedaan‘!;e ' o

nl;} |

‘;) \roor Olqét ,} ,";"g»{?é geld't n. 1. cosb((f - oos gf > O,‘
dear het linkerlid nul is voor ¥ = 0 en z1jn afgeleide 8 |
(‘5"’“?“‘” \f *5*’“““{’) hetzslfde teken heeft als i ,.'_
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i y ¥
11 ) " (X )
dm | hixzle) & LY Lo

en wegens (57) en (62) is hierran inderdzad voldaan,
Om voorw crde (49) in cns gev:zl %e verifieren, mceten we zantonen,

dat de positieve constanten K enﬁ‘] 20 te wvinden zijn, dat voor Oy e
en X 5&%«? by

-—{!(‘I' ) - W e
(64) ‘X{x,g)}z/‘?\{.}¢i3}q Vj__ ,& (x-iay) € ~3 (X7 /5 K{%(, )

« ATy
-7 < =l

Nu geldt wegens (57) en (62), dcot

}X(.:‘C:“é))-é ‘j’N siﬂ wi&,

waerin 0 < B <2m . Bij een willekeurige, doch vastgekozen po-

sitieve cconsiante n’z is de constante C); z0 te beyalen, dat voor y 3 £

¥

oy
£

N}

:éﬂg

Cl am
3

-1

T

en K> O it dus zo te vinden, det (64) geldt voor y > & .

Verder bestaat een positieve constante 2 zo dat voor Q&Ky £«

geldt
any

< - |
G Y £
H»'r?

J i
en we hehoeven dus alleen nog te laten zien, dat Cg.)ﬂ 20 gekozen kan
worden, &at voor Oy § Bn x ;;:35.3::&,;;{3. 21, 0t

x

65y [ X(=w] ¢ Clhmle ™=y
De functis X(x,y) reemt voor y = 0 de waarde nul zan, zodat volgt

) )
(66) X (x,4)= J W ot

Hierin is
wae X+ Lﬁ

o W X-n:)

| w @
X0y (AN F 4 SO () &7 F
°J
‘ o -1

Voor W= X+ u‘g en x > 1 geldt | wr } £ wegens &/
Wegens (57), (58) en (62) is nu een conetante C te vinden, zo dat voor

07 ez tm x ghuud2) ?}M MM!’)«&C’ biw) e &
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wzaruit wegens (86) nu (65) velgt. Hiermee is bij de speciale keuze

(61) de vocrconditie (49) geverifieerd, en dasr gegeven is dat de in

(59) voorkomende reeks convergeert,is nu zan alle voorwoorden van stel-
ling 4 voldaan,

woepassing van deze stelling levert mu
i
i - - R " —
(67) \i/('Z):- 3 ‘{f\UB e = .§.$ -‘a{%)&f_

i

'

ol x +(Po

NIy

weearin

: v
) , -~ H-i).( ' NRESERTY
o Re ¢ | R0 TE T A

(in het bijzonier volgt de oonvergentie van de optredende integralen)
Om de sengegeven ontwikkeling (60) te bewijzen, ontwikkelen we de rest-

term?\, in (67) naer i‘-' s, en wel door eerst in dx‘e integreal, voorkcomend
in de formule (68) voor R,, de integrand naar 3 te ontwikkelen, Hier-
voor sebruiken we de reeksontwikkeling van Taylor, met restterm volgens
Cauchy, 4ij voor O0<€y<e en u>0

Mo, g)=—---—--[»2\(=+wj)»efw 9 i) 0
}

-

Dan is Nl "

ne oo L ‘
Aty 2 i {wwmé«n -l (L (g)
(59) Y m!zm £y i

[E AR o+

waerin " Nt N ( t
Ry — | (4-1) o A 09 e
(70) . ,‘j (N-:)! ] 3 tﬂ
Hierin is Ny (i ~)
NA (u,9/ e N?\(H—*’v) *+“j) ““w“’)h(z )(-%) it ”
(71) — - ‘Q:‘mﬂ ’ ’
>l -

Men bewijst nu, dat voor Oﬁ‘y-e:m en 01’»%1(11 < @a galdt
(72) |_ A(«u.,w AT
~u? <




wraexrin G en X geschikt gekozen ,positieve constanten wora’cel}.en,‘v’m\rm
eargh . gewxd‘b n,1, voor y > &

{ - «Q2 _, L_,:y'y, J’
r b N q;
en wegens (57) en }@”’*“(*f"‘:}) | €1 vogt dan, dat in (71)
N i
WAy | Mo - (2m-8) 4

S < B, 4 =

voor zekere positieve constante B,, zodat (72) gzeldt met o< y<an-B
en gesechlht gekozen positieve consiante uitwar D < :3 £ & mer{t men op,
dat de teller T(u,y) in het rechteriid wan (71)

dus geschreven kan worden als

NT (st J

rul is voor y=0 en

I "ﬂw..\#-tt

Ty =) 2L dt:tj e g “ e T
° 0

De inteirand in deze integrezal is voor 0 < U <Y <0 en 04 M &
gelijluiwctiy begrensd wegens {w)=ixg s.fi}s' «n wegens (57) en (58).Dus
volgt "i‘(a y)] < B,y met B0 ex wegens
h A(M,t N A4,
— 3) ( ) :L:l: (‘4‘ )
volgt nu voor Osy « & en u<¢ U, ,da‘b
W AU,y ) } < Ba
Du - ﬁ?Tf
waarmee bewezen is,datb 04}» 0 zo gekozen ken worden, dat voor Ogu<uﬂ
en elke niet-negatieve wzerde ven y formule (72) geldt.

Wegens (70) is dan voor y2>0 en Ogu<u,
RN (M;%)} @1 Iy &“’3

en: dus J ?\?N ,g;}&*} een convergente integrazl,die voor u->0
hoogstens van de orde uNis.

g
2ij u=t Dan is dn (67) R,= ¢ ,Su /\{u,y) ) substitutie
van de ontwikkelimg (69) in de lazatste integraal geeft

Nel = ng 1 not oo
SETE [ Ruei)(i+i) < hx)lhg) (P ()
(?3)1&‘“,5- Py J L4379 9+ LL Rt 913
@ o ‘

-1

; (da:b de in de som optredende integralen inderdaad convergeren volgt ‘
 djireet uit (57}) In verband met de juia‘h gemssakte opmerking ‘ba’bxeffende

.
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ey

’ i;RN(u:E) dy ,zeeft substitutie van (73) in (67) juist de in (60}
gencemde ontwikkeling met een restterm ,die voor z -»co hoogetens van
de orde z"h is (steeds is uu% gedacnt)y de coefficienten worden juist
) de op blz,17 aangegeven wijze verkregen,

N.B. Expleciet gebruik ven de hulpstelling is in de lzotete beschou~
wing blijkb-ar overbodig.Wij hebben deze toch cls cen aparte hulpstel-
ling geformuleerd om beter het principe te laten uitkomen, volgens welke
met behulp van e*zlling 1 ("de complexe Euler-MacLaurin-formule®),of
eigenlijk met de dearuit afgeleide stelling 4 ,ecn asymptotisehe ontwik~
keling voor grote z kan vorden bepaald voor functies van het volgende
type co

e ——

vz s 2 83

Mmoo
waarin g(w,z) in het halfvlak Re(w)> O een reguliere functie van w is

(op eindig veel singulariteiten :2).diec nog san zekere bijvoerwamsrden
moet voldosn,
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Sommaticformule van Buler-llacLaurin 1V

Y'e laten nu een stelling volgen, die cen samenvatting wil zijn
van stelling 1 (blz.7) en zijn .cneralisaties, zoals die op blz.
12-14 zijn gegeven en bewezin.
Stelling 5 Zij G de strock ag Rz g:mb in het complexe z-vlak,
waarin a en b redle getallen voorstellen met
b - a =X als natuurlijk getal. Zij G¥het enkel-
voudig semznhangend gebicd, dat ontstazt door G
) . open te snijden langs eindig vele half-oneindige,

o J ‘1L op den duur rechtlijnige, elkaar niet kruisende
/’ sneden. Geen der sneden mag een randpunt van G of
\ {//,3; €én der punten a+1, a+2, ....b-1 bevatten., Zij L
L) . . .
N ’,’ een wog, die in 6™ van a naar b loopt. Laat f(2z)

! .
| in G)been zcnduidige, reguliere functie voorstel-
{ len, zo dat gelijkmatig voor a & x 5 b geldt

(74) 1lim £(x+ iy) Y 29
¥=2+20
Beschouw een snede, en zij Ck ¢en lusvormige, positief omlopen
weg langs de snede.
Als Ck in de richting van de positief imaginaire as naar het
oneindige gaat, =zii dan

(75) I,

if
H
o
!
1
b
g
%
©
s
s |

*

Gaat daarzntegen Ck 3n dz richiing van de nezatief imaginaire as
i

naar oneindig, dan stsllian we

\ £z} -
(7€) Iy = 41 oAz -a) ik

C - -}
k
We nemen dat sll. integraler van de gedaante (75) of (76) convergent
zijn. Dan geldt: ha
1 / ( X b‘
(& i) ,?  fa+n) = ¥ f(z)dz + % / [%(X+ivin; f(x»iyi&,q ay - Z:Ih
n=0 £ o £ “’

Het accentteken bij de som duidt asan, dat de uiterste termen

f(a) en f(a+N) = £(b) slechts half worden meegetelds De somZIk in
het rechterlid van (77) bevat evenveel termen als er sneden zijn.
Als boverdien £(z) redel is voor reele waarden van z, dan geldt

voor elk natuurlijk getal k



N ﬁ (2h-s (2h-1) (23
(’78)fo (a+n) = [f(z)dz Z [{ (b)— {) (o) *ffPh. “*ZIK
n=0

~ 3‘
waarin o L (K A ;éx o
(__*)K | { ;x (&'4—!«83)* ’ (x* g X=0 cl)
(79) Ry = {25’3“ ) 9 ¢
>
Hierin stelt e \a, b, ¥v) een redel getal met 0< © £ 1 voor.

Cpm.1 Uit de gegevens vazn atelling 5 volgt de convergentie van de
in (77) en (79) veocrkomsndz integralen.

Opm,2 2Zij f(7) regulier in G op eindig vele polen ﬁ na, die geen
van alle sameunvallen nmet e2n randpunt van G of een der punten a,
at+l, ee-ve. D. Laat verder asn (74) voldaan zijn, We pdssen stelling
5 toe voor cﬁ als esn in G v2n a naar b lopende weg zonder dubbelpun-
ten, die de polien van £(z) vermiidt.

In G brengen we half-oneindige rechtlijnige sneden aan. Elk heef%
een pool 'B“ als begiapunut en gast vandear veriicaal naar boven of
beneden., al naar 22leng | ?k bovern of bpncinn): ligs.

Uit stellinz 9 volzt rnv de geldigheid van formule (77), waarin 1}:

gelijk is aan het il ’"K hehorende residu ven £(z) vermenigvuldigd
27 2T
met ) R B ot e‘m“{%‘ ~a] » 21 naar gelang de
e 2' 7

" b |2
pool By toven <f benedens, Jigl.
N.B, Verzelijk oox stelling 4 cp biz.15.
We gever mu een toepassing van st2lling 5. Zi] gegeven de gehele

functie o
aps £\
(80) F(z) = N .
i

waarin & een ra#el getsl » 1 voorstelt., Gevraagd wordt om de ge-
daante van de asymptotische ontwikkeling van ¥(z) (voor grote waar-
den van !z; } te bepalen. Daavtoes gaan we Over op

g
i
' ¥
(81) H(z) = 2_ %{n -7) wrt}@?% )
My §
S‘tel A1
b
| ST, L .y
(82) E(b,z} = / [x’{}}(n -2y -0 Q:aey,]
AT -3

waarin b een geneel getal)- 2 voorstelt. Uit de formule van Stirling

volgt

De nauwkaumge definitie van leg(n ~Z) is niet van belang daar

Hi zg en H1(z) = H{z) + n.2Mi aanleiding geven %ot &ezalfde functie
F(2)e.
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(83) G“’Zlog n = G‘logf(b) G'{_ log 2M+{b-f)log b - b + ‘E(‘o)]

Hierin s‘belt g(b)een retel getal voor, dat voor b=+ tot nul

nagert. Op de som v
& log ('n -z) ‘
mzxz < ‘f\
passen we stelling 5 toe. Stel f(w) log (W ~T), waarin wr
voor w re8el en positief eveneens re8el en positief wordt gedacht.
Aan voorwaarde (74) wan stelling 5 is voldaan; £(w) = £(x+iy)
heeft een vertakkingspunt voor wcr:: z, -Niwel voor w = zyS als
we invoeren § = (-;-;,. Ve maken f(w) regulier in de strook 1£x <} -1
door een half-oneindige rechtlijnige snede K aan te brengen vanaf
W o= ze verticaal naar beneden. Deze is alleen van belang als
W o= zf een pum; is van de beschouwde strook. Welke tak van
S quf log (W -z) we kiezen voor f(w) is niet
/’ T van belang.
J’_’! ‘ Zij vevder J-D een van w=1 nasr w=b lopende
o J__ JL | weg in het complexe w-vlak, die K niet pas-
¥ seery en iaa‘a C.-de lusvormige weg voorstel=-
% len, die de snede K in positieve zin om-

£l .
- loophs. Pormole (77) van stelling 5 geeft nu
b H 5! / . , \,}K:b
§ log(n~2) = \Flm)dw - j J 4E- "‘221;’ LENE = At gy
M=y ' oy '
. i f(w) aw
$ EA TR
ofwel ~
bey
A o X L. ( g
(84) / loz(m ~Z) =3 108 i) Jog(u*l) +f log(w -—z) aw -
Mt : / - s
log{w, —~z) 4w
- ; ._-..é.s.z\.r:m.jﬂ-. (1 (v) =L}
iy, e - :
waarin { 3 ;,« S A%
I - ‘.~ LA -
D =2 log L. ~
v g} S YIS T sl

Natuurlijk vervalt in (84) de lusintegraal als w = z¥ linke van de
lijn Bw = 1 valt, , "

We behandslen nu achtersenvolgens de uité.réuk&:ingen voorkomend in
het rechterlid van (84). ' |
1. Ve beschouwen voorzerst |
levert o

g
jvy G W

1og(w -z 4w = W 1og{wﬁ.~ﬂ) (;;-—-:-gw; w log(w -z) Sz uG”z{ aw_

\f"’

Z w -z

£

" | . .
log(w =-z)dw. Partigle integratie

‘s-.n dus geldt d
(85) lomw -z} 3w ~510%{h -z) = log(‘l*z) -5“0 ¥ E—Z W;VE

('

£



, , (25 .
We zullen nu voortaan het geval uitsluiten, dat w = z? op de redle
ag ligt. Als z = re“f en dus zr = rf (eca;’\' + i ainf?) dan eisen we
dus, dat sin P4 0 deweze Y F 0,255 oo
Als sin W)o dan ligt w = z$ Yhoven dg retle ag; als sinfq < 0
dan ligt w = z{ veneden de retle as. Verder ligt voor ¥y z = ¢
en xz! = r voldoende groot het punt w = 2§ rechts of links van
Rw = 1 al naar gelang ccsfce) 0 of co&(«\t{é’ 0.

Fu is oo
(s w
w -~z X - 2

1
waax'gn l&gwﬂ(h) = 0. Voor b voldoende groot is A dan en alleen

dan van nul verschillend als het punt w = zf boven de re8le as en
rechts van Rw = 1 gelegen is, dus als sinf\o}v 0 en cos sﬂf > 0.
In dat geval geldt

A= - aw

w -z

De integraal in het rechterlid heeft als integratieweg een klein
in positieve zin omlopen cirkeltje om w = zf. -
Substitutie w = s (dw zfsf“! ds) geeft nu A = -2 ifzf .

We vatten nu de laatste twee termen in (85) samen:

o0
Tl e fE e
]

Hierin is Bg—~0Uz A dan en alleen dan van nul verschillend als
cos¢ys O en sin@f) 0. In dat geval is B = +2nizl . Verder gelat
voor Jz} < 1 o0

[+ -3
- 2 a6
h(z) = G“-—-Tz,f Gc}x = T-02 (xr +2X 42 Xk aeee)dx =
\ X -2 oo i
S
Mzro ?Mm

Hierin is 0L Ysé:(‘!. Toepassing van Theorema 1 op blz.1 van de
syllabus "The asymptotic developments of Punctions defined by
MacLaurinseries" volgt nu dat de functie h(z), %e voor Jz} < 1

gedefiniserd wordt door de ontwikkeling h(z) = = pos ,
voor Jz]l> 1 voldoet aan ¢ © T

< T (-2)
n(z) = =) f”f+m'1)z~'~" . m”"(““‘? .

! T (~-2)

De laatste term is juist het residu van (f““’} XY, vOoor W =
De laatste formule is ook juist als we het teken vcor 'gelijk"
vervangen door het teken voor "asymptotisch gelijk", mits 0&; zf- O.
Uit (85) volgt nu voor | z| > 1
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(86) flog(w&—-z)dvr =b lcg(’!?‘nz} - log(1-z) -¢b

| S> 1 L
4 “aZ (§’+n)zn . sinTip B LEE

2. We beschouwen nu de bijdrage van de lusintegraal
1og(w -z)
)3 { W _ dw

AW
tot het rech‘berlld van (84). Vegens d{lag(e - 1)} =

21?1
= Eﬂiw dw  vinden we met partiele integratie

-zvuw

3 %ﬁf log (w -z)log(e” -2niw - 1)] 2“1 { w i‘ii‘ *‘) char

De *"stokterm" is log (-1), als de limiet van de uitdrukking

e ~2ni ) wowy
3:1 1{10g(wv -z) .+ 2“12-108(3 i 1) - log(w -z) log(e""’” 74 xf
f

waarin we w = z' -1y stellen en y-»+%laten naderen.

De integraal in het rechterlid vormen we om met de substitutie
3 - .
w =8, dvmf?sf ds. Ve vinden

. ,'-n .
3‘-“— log (-1) - -5%-1- L dogl -1 + exp(-—zmsr) is

S - 2
waarbij we voor C‘ een klein, positief omlopen, cirkeltje om
het punt s=z mogen nemen. Dus

(87 = log(~-1) - log [ -1+exp (-2»1:5)].
De term -’3, treedt alleen dan op in het rechterlid van (84),
wanneer w = 2} rechts van Rw = 1 valt voor {z} = r voldoende

groot, d.w.z, als cosgq}s.

3. DBestuderen we dus verder de termen £(v) en A1) in het
rechterlid van (84). Vooreerst is het duidelijk dat

(&e) Jin 0 ) =

-3 3w

Verder gelit voorSi(1) de formule
e ]
(89) L1 =1 J log U‘*iﬁ’),. =z Sy
i3 (1-1y) - ST

Formule (84) werd verkregen als een directe toepassing van
stelling 5. Uus is het verboden, dat het vertakkingspunt
(2ij z = r &)

W o= z? = rf (caam»r i smyf’)

op de grenslijn Rw = 1 van de beschouwie strook valt. In dit gevail
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'alijkt ook het rechterlid van (89) divergent/teqzijﬁ; Svenwel is
¥oor arg z z‘fan Jzl = r voldoende groot R(z;)r‘: rﬁaosF? zeker van 1

- verschillend. De lijnen arg z Jg met coaff = 0 hebben blijkbaar een
zeer bijzonder karakter, zoals trouwens reeds eerder bleek.

Door toepassing van de hulpstelling op blz.16 blijkt, dat we een

asymptotische ontwikkeling van.Q( 1) verkrijgen door de integrand
in (89) formeel naar | %e ontwikkelen en eveneens formeel te inte-

greren. Dus %
(90) £d(1) ~ Z -
waar:x.n L m”’ z e
) . d
= J I(“H—ly) - (1-iy) ];ﬁ%‘:

Deze asymptotlsche ontwikkeling geldt in elke sector met de oorsprong
als top, die geen halflijn arg =z =¥ met css?‘f = 0 bevata
gmenvat’cend volt;t ou uit (84) voor aos f!ﬁ‘:o en slnftf%: 0

7
1og(ﬂ =) = 10@:;(! z)-— 105(& “Z) + b log(}bw’l) - log(i~Z2) -Cf—b
L 2 2

Mt N
4 iz’ ’
?(%n)w * ”:1‘}55-;}?;‘" + Ewij «los( 1) -

- log i'-»‘l + expl- -”Ti’ 7*)}.-_&(1) + £(v)

De termen in het rechterlid tussen gestlppelde haken zijn facultatief,
De eerste treedt alleen op als tegeliikertijd geldt cosgtf)() en sineyhd.
De tweede alleen als cos mf%O, De term £(Db) nadert tot nul als b-¥+o¢
Tegens (82) en (€3) geldt on
K(b,z) = ~%<C “Log 27 ~Zlog('i--z) + (b«i) [log(b~2)-v10g Q
> '('F:ﬁ;? :%{f ! il i T‘ - 'lob( 1)-*10@{ -1+ exp{-2Wiz
SR +ECN. "

Limietovergang b-»@ lcert "e@;ens\“I?' 1, dat voor sin 2 r(f:fLO
P - mnE=)f ]

3
4
1%
&
3

")

S

5
- St _n - 4 - = 4 !
H( z) _zrlog? %}og(; %) r:‘.. iFon iz + .Swmf -: .‘.2” §°5
| log(-1) ~ 10ﬁ5~1+em(-zni i =0

In verband met (5 m en de c:pmerk:ng vdér formule (86) volgt tenslotte

(2ij z = &) T (-2 §~ B
F(2)™7 & ﬁ}‘\/ exp ( q.,ﬁ—,r ) zr cospy<0 3

oMy

[
T"s(—?.)f - . ﬁﬁ
F(Z)N\flﬂ) v/_,’ ——exn ( WF L X0 {(2r c_zf )“1] 2”

]
i | %s cospyd0 exn ainrylo.

T {-7, r
F(z)""‘(m 7 eXp x,”"'“,"":’ ) }1 ~ *LJ‘!]M‘“’T‘%)‘f < ~§§’;—
e

als cosf@o en siney<C.



